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ABSTRACT 
Nous étudions le problème de l’approximation positive contractante en norme 
trace. Nous vérifions, en utilisant des résultats obtenus sur l’approximation positive en 
norme trace, que ces deux problèmes sont différents dans le cas général, et nous 
faisons quelques comparaisons dans des cas particuliers. 
1. INTRODUCTION 
H est un espace de Hilbert complexe séparable, et A un élément de 
_YfH ), espace des opérateurs linéaires bomés. A* est l’opérateur adjoint de 
A et 1 Al = (A*A)1/2. A s’écrit B + iC, où B = ( A + A*)/2 et C = ( A - 
A’)/2i. 
On note par R(A) l’image de A, et par Al M la restriction de l’opérateur 
A sur le sous-espace M. A est dit de classe trace sic;= ,I( Aej, ei)1 < ~0, pour 
toute base orthonormée {ej} de H; @IC H) est l’espace des opérateurs de 
classe trace muni de la norme l[Alli = tr(Al où tr est défìnie de gl( H > dans 
@ par tr A = XTE 1( A ej, ej) et Re tr A désigne la partie réelle de tr A. 
A est dit positif (resp. positif contractant) si Vx E H; 0 < ( Ax, x) (resp. 
O<(Ax,x)<I). 
cr ( A) désigne le spectre de A défìni par a( A) = {h : A - hl n’est pas 
inversible}. 
Dans [4], Bouldin a étudié l’approximation positive d’un opérateur normal 
au sens de la norme trace, c’est la recherche dun opérateur positif réalisant 
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le minimum de distance d’un opérateur donné aux opérateurs positifs, en 
donnant: 
(1) les conditions d’existence de l’approximant positif en norme trace, 
(2) l’expression de la distance d’un opérateur normal, vérifiant les condi- 
tions de l’existence, aux opérateurs positifs, 
(3) les conditions d’unicité. 
Ando, dans [l], g a énéralisé ces résultats pour tout opérateur de -Y(H) 
dans le cas de la dimension finie. Dans une dimension arbitraire, la générali- 
sation de ces résultats est démontrée par Bouldin dans [3]. 
Nous présentons dans eet article des résultats obtenus sur l’approximation 
positive contractante au sens de la norme trace. Ces résultats sont différents 
de ceux obtenus dans le cas de l’approximation positive. Dans les paragraphes 
3 et 4 nous étudions les conditions d’existence et d’unicité de l’approximant 
positif contractant d’un opérateur de 9(H). Au paragraphe 5, nous traitons 
le cas d’un opérateur normal, en donnant l’expression de la distance et les 
conditions nécessaires et suffisantes d’unicité de l’approximant positif contrac- 
tant. 
2. APPROXIMATION POSITIVE EN NORME TRACE 
LEMME 2.1 ([3], Bouldin). Soient T un opéruteur de cZu.sse truce et V une 
contraction, alom tr VT = trlT( si et seubment si VT = [TI. 
THÉORÈME 2.2 ([3], Ando-Bouldin). Soient A un opérateur véri$ant les 
conditions de l’existence et R un opérateur positif, alors R est un approximnt 
de classe trace de A si et seulement s’il existe une contraction V telle que: 
ReV < 0, (ReV)R=O et V(A-R) =IA-~1. 
COROLLAIRE 2.3. Si R, et R, sont deux approximnts positifs de classe 
trace de A, alors R, - R, est unitairement équivalent à R, - R,. 
Si R, z R, alors R, = R,. 
3. L’EXISTENCE 
DÉFINITION 3.1. Soient A un opérateur linéaire bomé, et R un 
opérateur positif contractant, tels que: A - R E gI( H ), et VP, opérateur 
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compris entre 0 et Z: ]]A - R]] 1 < ]]A - Plll, alors R est dit: Approximant 
positif contractant en norme trace de A. 
Si on note yI(A) = infl]]A - PI11 : 0 á P Q Z}, alors IIA - RIIi = yl(A). 
Le théorème ci-dessous détermine les conditions d’existence dun approx- 
imant positif contractant, sa démonstration est analogue à telle du [4, 
théorème 11. 
THÉORÈME 3.2. Soit A = B + iC un opérateur linéaire borné, alom les 
conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) ZZ exite un opérateur positif contractant P tel que A - P E @IC H >. 
(ii) (a) C est de classe trace. 
(b) g(B) \ [O, 11 est constitué de valeurs propres isolées {Ai} répétées 
selon leur multiplicité telles que: Cj dist(Aj, [0, 11) < m. 
(iii) L’opérateur A - (01 H, $ B 1 H, @ Z 1 H,) est de classe trace, avec H = 
H, @ H, @ H,, H, = F([O,l[)H, H, = F([l,m[)H, H, = F(] - 
~0, O[ )H et F(a) la mesure spectrale de B. 
COROLLAIRE 3.3. Tout opérateur vérijIant l’une des conditions du 
théorème 3.2, admet un approximant positif contractant en norme trace. 
Preuve. Semblable à [4, théorème 21. ??
4. L’UNICITÉ 
On note par S,(A) la distance de l’opérateur A aux opérateurs positifs en 
norme trace. 
Dans ce paragraphe nous montrons que dans le cas où 6,(A) = r&A), 
les conditions du théorème 2.2 restent vraies pour la caractérisation des 
approximants positifs contractants (théorème 4.5). Si 6,(A) f rl(A), alors 
nous obtiendrons d’autres conditions différentes (théorème 4.2). 
LEMME 4.1. Soit A = B + iC (B* = B, C* = C) un opérateurvérijant 
l’une des conditions du théorème 3.2, où B > Z (B # Z), alors yi(A) > 6,(A). 
Si B < Z, alors yl(A) = S,(A) = IICII1. 
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Preuve. Soient {ej) une base orthonormée de vecteurs propres de C, et 
{Al): les valeurs propres correspondantes. 
Si P est un approximant positif contractant en norme trace de A, alors: 
rl( A) = 11 A - PII 1 > CI((B - P)ej,ej +i(Cej,ej)l, 
vj; 
Supposons que S,(A) = -yr( A), alors Cj((B - P)ej, ej> = 0. On a aussi 
(CB - P)ej, ej) = ((B - P)“2ej, (B - P)“&ei) = II( B - P)“2ejl12 = 0. 
Et par conséquent B = P, ce qui contredit I’hypothèse. 
Si B < Z, on a: IICIIl = IlA - Bh > -yl(A) > 6,(A) = IICh. ??
THÉORÈME 4.2. Soient A = B + iC (B* = B, C* = C) un opéruteur 
vérijant l’une des conditions du théorème 3.2 avec B > Z (B f Z>, et R un 
opérateur compris entre 0 et Z, alors R est un approximunt positif contractant 
en norme trace de A si et seulement s’il existe une contraction W telle que: 
(i) Re W > 0 (Re W # O), 
(ii) (Re W>( Z - R) = 0, 
(iii) W( A - R) = 1 A - RI. 
Preuve. Supposons que R est un approximant positif contractant de A, 
et posons 
dl = {T EY( H) : IIA - Th < rl( A)}, 
et 
dl et d2 sont deux convexes de L?(H) et 
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car VP compris entre 0 et Z: [IA - Pil1 > rl(A). On a: 
sous cette identification &r est w* ouvert et LX’S est w* fermé, alors il existe 
une forme linéaire w*-continue séparant Hr et ds (voir [5, théorème 8, p. 
4171). 
Donc on peut choisir une contraction W telle que: VT E &r et P E d2: 
RetrWT& RetrWP.(*) 
Or d’après le lemme 4.1: rr(A) > S,(A) = (IA - BIIr, donc B EL.Y’~. 
VP compris entre 0 et Z: Re tr W( B - P) > 0, ceci implique que Re W 
> 0. D’autre part on a: -yr(A)(IWII = infIRetrW(A - T): IIA - Tl11 < 
yl( A)), donc VT ~tir et P E di: 
RetrWA+RetrW(T-A)-RetrWP>O, 
ou encore 
Re tr WA - Re tr WP B yr( A)llW 11; 
on peut supposer IIW ll = 1, et par conséquent Re tr W(A - P) 3 yJA). 
En particulier on prend P = R; 
-yr(A) Q RetrW(A -R) áItrW(A --Et)/ 
Q IIWII IIA - Rllr Q IIA - RIL = rr( A), 
ou encore Itr W( A - R)I = Il A - Rll~, et par le lemme 2.1 on en déduit 
W(A - R) = IA - RI. 
Si Re W = 0 alors (Re WIR = 0, d’après le théorème 2.2 R est aussi un 
approximatif positif et S,(A) = rl(A), ce qui contredit l’hypothèse. Donc 
ReW # 0. 
On a aussi: 
yr( A) = I(A - Ril1 < RetrWA - RetrWZ 
Q RetrWA - RetrWR <(trW(A - R)I < IIA - RII1 
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et par conséquent Re tr WZ = Re tr WR, ou encore Re tr W( Z - R) = 0 d’où 
(ReWXZ - R) = 0. 
Inversement, soient W une contraction et R compris entre 0 et Z, tels 
que ReW > 0, 
(ReW)(Z-R) =OetW(A--R) =IA-Rl, 
[IA - RlIi = trlA - Rl = RetrW(A -R) 
= RetrWA - RetrWZ & RetrW(A -P) 
<ItrW(A - P)I < 11-4 - Pil1 
pour tout opérateur P compris entre 0 et Z, d’où R est un approximant 
positif contractant en norme trace de A. 
COROLLAIRE 4.3. Soit A = B + iC (B* = B, C* = C> un upéruteur 
vértfiant l’une des conditions du théorème (3.2) avec B > Z (B + Z), alors Z 
est un approximunt positif contractant en norme trace de A, et YJA) = IIA 
- 1111. 
Preuve. Si UI A - Z 1 est la décomposition polaire de A - Z, par un 
raisonnement similaire à celui du [3, corollaire 2.41 on a: 
R(lA - ZI) = R(A* - Z) = R(A - Z) , 
alors U est défini de R( A - Z) dans R( A - Z) est une isométrie partielle, 
et on pose: U 1 R( A - Z) ’ = Z. Or d’après le théorème 3.2 A - Z est de 
classe trace, et par conséquent 1 A - Z 1 est diagonalisable. 
Considérons une base orthonormée (e,} de vecteurs propres de I A - Z I et 
($1 les valeurs propres correspondantes. On a: 
(( A - Z>ej, ej = (UIA - Zlej, ej> = Aj(Uej, ej>, 
((B - Z)ej, ej) = Aj(Re Uej, ej) > 0 
et par conséquent: 
ReU 2 0, U*(A - Z) = IA - Zl, et ReU(Z - Z) = 0. 
CONTRACTION POSITIVE APPROXIMANTS 169 
En vertu du théorème (4.2) on en déduit que 1 est un approximant positif 
contractant en norme trace de A et yl( A) = 11 A - 1111. ??
COROLLAIRE 4.4. Soient A = B + iC (B* = B, C* = C) un upéruteur 
vérifiant l’une des conditions du thérème 3.2 avec B > I (B # Z), R, et R, 
d.eux approximants positifs contractants en norme trace de A, alors R, - R, 
est unitairement équivalent à R, - R,. 
En particulier I est l’unique approximunt positif contractant en norme 
trace de A. 
THÉORÈME 4.5. Soient A = B + iC (B* = B, C* = C) un opéruteur 
vérifiant l’une des conditions du théorème 3.2, et R un opérateur compris 
entre 0 et Z, alors R est un approximant positif contradant en norme trace de 
A et ri(A) = 6,(A) si et seulement s’il existe une contraction V telle que: 
(i) Re V Q 0, 
(ii) (Re V) R = 0, et 
(iii) V( A - R) = 1 A - RI. 
Preuve. SilIA - Ril1 = yl( A) = 6,(A), alors R est un approximant 
positif en norme trace de A, et en utilisant le théorème 2.2 on arrive aux 
conditions (i), (ii) et (iii). 
Inversement, d’après le théorème 2.2 les conditions 61, (ii) et (iii) 
impliquent que R est un approximant positif. Or 0 < R < Z, donc 11 A - RII1 
< S,(A) < ri(A) Q 11 A - RII1. w 
COROLLAIRE 4.6. Si B = 1, alors I est l’unique approximant positif 
contractant en norme trace de A. 
Preuve. Avec le même raisonnement qu’en le corollaire 4.3, on montre 
qu’il existe U tel que: 
ReU = 0, (ReU)Z = 0 et A - Z = iC = UICI, 
donc 1 est un approximant positif contractant en norme trace de A, et en 
vertu du corollaire 4.4 il est unique. 
COROLLAIRE 4.7. Soient A = B + iC (B* = B, C* = C) vétifiant l’une 
de conditions du théorème 3.2 avec B < 0, alom 0 est un approximunt positif 
contractant unique de A. 
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5. CAS D’UN OPÉRATEUR NORMAL 
LEMME 5.1. Si 
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est positif contractant sur H, $ H, @ H,, alors D = E = F = 0 et 1 > B > 
0. 
Preuve. 
-OF 
sont positifs, par [3, lemme 91 D = F = 0 et Z > B > 0. Soit g E H, tel 
que: Eg f 0. On pose: 
Eg 
e= -(y- 
llEgl12 
avec (Y positif arbitraire. On a: 
= (Eg, e> + (Bf, f > + (E*e, g> + Cg, g> 
= -2c~ + (Bf,f) + 1, 
ce qui contredit la positivité de R, donc E = 0. ??
LEMME 5.2. Si A = A, @ A, @ A, est un opérateur linéaire borné 
déjhi sur H, @ H, @ H,, et si R,, R, et R, sont respectivement des 
approximunts positifs contractants en norme trace de A,, A, et A, alors 
R, 63 R, @ R, est un approximunt positif contractant en norme trace de A. 
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Preuve. Soit P opérateur positif contractant, P s’écrit 
On a: 
IIA - PI11 k 114, - Poll1 + /IA, - P1lll + 11 A, - P,lli 
> 11 A, - Rol11 + 11 A, - R1h + 11 A, - %h 
THÉOREME 5.3. Soient A = B + iC (B* = B, C* = C) un opéruteur 
norm& FC*): la mesure spectrale de B, H = H, 61 H, @ H, avec H, = 
F(] - m,O[)H, H, = F([O, l[)H et H, = F([l,w[)H, dors: 
(9 rl(A) = IIAIHolI~ + Il~lH1ll~ + IKA - I)lHzll~, et OIH, @ BIH, @ 
1) H, est un approximant positif contractant en norme trace de A. 
(ii) Tout approrimunt positif contractant en nam trace d.e A est a!e la 
f O?T?X 
OIH, @ R @ ZIH, sur H,@H,@H,, 
mi A E_Y(H,) et 0 < R á ZIH,. 
Preuve. B = B, @ B, $ B,, C = C, 8 C, @ C,. Par le lemme 4.1, et 
les corollaires 4.4, 4.6, et 4.7 on a: 
01 H, est un approximant positif contractant en norme trace de B, + iC, 
unique, 
BI H, est un approximant positif contractant en norme trace de B, + iC,, 
II H, est un approximant positif contractant en norme trace de B, + iC, 
unique. 
(ij: 11 suffit d’appliquer le lemme 5.2. 
(ii): Elle découle du lemme 5.1. 
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LEMME 5.4. Soit A = B + iC (0 < B =G Z et C 3 0) un opératew 
&$ant l’une des conditions du théorème 3.2, allors B est l’unique approri- 
munt positif contractant de close trace de A. 
Preuve. Elle découle de [4, théorème 73. w 
THÉOREME 5.5. Soit A = B + iC (B* = B et C* = C) un upérateur 
normul vérifiant l’une des conditions du théorème 3.2, alors A admet un 
approximunt positif contractant en norme trace unique si et seulemmt si 
ou 
Preuve. C’est la conséquence de le théorème 5.3 et de le lemme 5.4 en 
utilisant les techniques de [4, théorème II]. ??
REMARQUE 5.6. Pour un opérateur normal A, on a démontré dans le 
théorème 5.3 que 01 H, @ BI H, @ ZI H, est un approximant positif contrac- 
tant de A en norme trace. 
Ce résultat reste vrai pour toute norme unitairement invariante. 
En effet, soit 
i 
R, * * 
R= * R, * 
* * R, 
un opérateur positif contractant. On a: 
B, + iC, - R, * * 
111 A - R 111 = * B, + iC, - R, * 
* * B, + iC, - R, 
2 1(1( B, + iC, - R,) @ (B, + iC, - R,) @ (B, + iC2 - R,) 111 
CONTRACTION POSITIVE APPROXIMANTS 173 
D’après [2, lemme 11, on a: 
Pour X = -B,, Y = -B, + R, et Z = -Co: 11123, + iC, - R, 111 2 111 B,
+ ic, 111. 
Pour X = B, - ZIH,, Y = B, - R, et Z = C,: 111 B, + iC, - R, 111 > )I( B, 
+ ic, - ZIH, 111. 
Et puisque VR, EP(H~): 
donc 
111 B, + iC, - R, lil > III C,II, 
111 A - RIII >III(B, + ic,,) @ (B, + iC, - ZIH,) @ C,III 
i 
B, + iC, 
= 0 
0 
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